
Z de�nice typ· singularit okamºit¥ vyplývá:

� má-li f v z odstranitelnou singularitu, potom lze f holomorfn¥ roz²í°it na
okolí z,

� má-li f v z pól, potom existuje okolí U(z, ρ) a g ∈ H(U(z, ρ)), g(z) 6= 0,

ºe f(w) = g(w)
(w−z) , w ∈ U(z, ρ).

V¥ta 1 (charakterizace typ· singularit). Nech´ f má v bod¥ z izolovanou sin-
gularitu, potom je ekvivalentní

1. f má v z odstranitelnou singularitu,

2. lim
w→z

f(w) existuje (vlastní),

3. f je omezená na n¥jakém prstencovém okolí bodu z.

Dále je ekvivalentní

1. f má v z pól,

2. lim
w→z

f(w) =∞.

Nakonec je ekvivalentní

1. f má v z podstatnou singularitu,

2. pro kaºdé dostate£n¥ malé ρ > 0 platí f(U(z, 0, ρ)) = C.

Poznámky a p°íklady. � (ko°en a násobnost ko°enu) Nech´ f je holo-
morfní na okolí bodu a a n ∈ N, potom °íkáme, ºe f má f a ko°en násob-
nosti n, pokud

f (n)(a) = 0, k = 0, . . . , n− 1, f (n)(a) 6= 0.

Platí následující: f má v bod¥ a pól násobnosti k práv¥ tehdy, kdyº 1
f má

(po dode�nování hodnotou 0 v a) v bod¥ a ko°en násobnosti k.

� (Picardova v¥ta) Pro podstatné singularity platí dokonce následující sil-
n¥j²í tvrzení: má-li f v a podstatnou singularitu, potom pro kaºdé dosta-
te£n¥ malé ρ > 0 obsahuje mnoºina C \ f(U(z, 0, ρ)) nejvý²e jeden bod.

De�nice 2 (reziduum). Nech´ f má v bod¥ a izolovanou singularitu a Lauren-

tovu °adu S =

∞∑
n=−∞

cn(z− a)n, potom koe�cient c−1 nazýváme reziduem f v

bod¥ a (zn. res(f, a)).

V¥ta 3 (reziduová v¥ta). Nech´ , N ∈ N, Ω ⊂ C je otev°ená a ∂Ω lze popsat
jako kladn¥ orientovanou, prostou, po £ástech regulární a C1 k°ivku γ. Nech´
dále a1, . . . , aN ∈ Ω, Ω ⊂ A a f ∈ H(A \ {a1, . . . , aN}), potom∫

γ

f = 2πi

N∑
n=1

res(f, an).
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V¥ta 4 (o výpo£tu reziduí). Platí

1. má-li f v bod¥ a odstranitelnou singularitu, potom res(f, a) = 0,

2. má-li f v bod¥ a pól násobnosti nejvý²e n, potom res(f, a) = lim
z→a

[
f(z)(z − a)n

(n− 1)!

](n−1)
,

3. jsou-li f a g holomorfní na okolí bodu a a g(a) = 0, g′(a) 6= 0, potom

res( fg , a) = f(a)
g′(a) ,

4. je-li f holomorfní na okolí bodu a a g má v a pól násobnosti 1, potom
res(fg, a) = f(a) res(g, a).
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